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Ensemble de choses sans dessus dessous et donnant l’image de la

destruction, de la ruine, du désordre.

État de confusion générale
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Un système chaotique est un système
dynamique

gouverné par des lois connues
“sensible” aux conditions initiales.

Un objet mobile.

Un groupe d’animaux.

Une maladie se propageant.

L’océan.

Un stimulus dans le réseau
neuronal.

La goutte d’eau sur le dos de la
main.

. . .
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Un système chaotique est un système
dynamique

gouverné par des lois connues
“sensible” aux conditions initiales.

↪→ difficultés de prédictibilité !
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Chaotique

“La météo est un système chaotique”.

Il n’y a plus de saisons ma bonne dame.

“Does the Flap of a Butterfly’s Wings in
Brazil Set off a Tornado in Texas ?”

E. Lorenz, MIT, 1972.

Non chaotique

“La position des planètes est un
système non chaotique”.

Le prochain passage en
périhélie de la comète de
Halley aura lieu le 28 juillet
2061.

Des mathématiques pour aller au-delà de l’évidence de la non
prédictibilité : contrôler les erreurs... mettre de l’ordre dans le
désordre !
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prédictibilité : contrôler les erreurs... mettre de l’ordre dans le
désordre !



Le chaos ?
Retour sur la mécanique céleste
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La stabilité du système solaire ?



Le chaos ?
Retour sur la mécanique céleste
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Le problème des 3 corps, Soleil, Terre et Lune :

H. Poincaré, fin 19ème.

Permet de ramener l’étude d’un système
dynamique continu en dimension 3 à
l’étude d’un système dynamique discret en
dimension 2 par itérations.

“Chacune de ces courbes ne doit jamais se
recouper elle-même, mais elle doit se
replier elle-même d’une manière très
complexe pour venir couper une infinité de
fois toutes les mailles du réseau. On sera
frappé par la complexité de cette figure,
que je ne cherche même pas à tracer.”

Bifurcation homocline :

Bifurcation :
Point où une voie de communication se divise en deux autres voies.

Possibilité de choisir entre plusieurs orientations.
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Le chaos ?
Première apparition ? J. Hadamard, 1898
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Au programme aujourd’hui :

1 Une expérimentation calculatoire : un modèle de démographie.

2 Une expérimentation mécanique : la machine à catastrophes de Zeeman.
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On va calculer par itérations l’effectif d’une population.

Appelons xn l’effectif de la population au temps n. On adopte le modèle :

xn+1 = µxn(1 − xn)

µ est le taux de croissance.

Si par exemple µ = 6 et qu’au départ on a x0 = 0, 01 milliers de lapins (10
lapins !), au bout d’un an on a un peu moins de 0, 06 milliers de lapins...

Modèle utilisé par les biologistes pour (tenter de) comprendre d’étranges
évolutions de populations...

But : trouver quelle sera la population au bout d’un temps très long.

Intérêt : observer la transition d’une dynamique régulière vers le chaos.
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12/17

Il faut donc calculer x1, x2, . . ., x100, . . ., x100000000, . . ., x∞ !

Force du mathématicien : déterminer le comportement limite sans calculer
tous les termes !
Si la limite existe, c’est le point fixe xf de la fonction f (x) = µx(1 − x) :

f (xf ) = xf .

Force du présent modèle : une visualisation facile du comportement limite.
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Il faut donc calculer x1, x2, . . ., x100, . . ., x100000000, . . ., x∞ !

Force du mathématicien : déterminer le comportement limite sans calculer
tous les termes !
Si la limite existe, c’est le point fixe xf de la fonction f (x) = µx(1 − x) :

f (xf ) = xf .

Force du présent modèle : une visualisation facile du comportement limite.

L’outil informatique : calcul rapide de la visualisation.
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Visualisation informatique : la population limite en fonction
du taux d’accroissement µ :
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De l’ordre dans le désordre ! :
Une infinité de bifurcations...
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De l’ordre dans le désordre ! :
Une infinité de bifurcations...

...mais

lim
n→∞

Ln

Ln+1
= 4, 669 . . . (la constante de Feigenbaum).
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Évènement qui cause de graves bouleversements.

Accident jugé grave par la personne qui en subit les conséquences.

Évènement décisif qui amène le dénouement de la tragédie classique.
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Lorsqu’on tire sur l’élastique
rouge, on note parfois des
mouvements surprenants...

L’équilibre est imposé par la
minimisation de l’énergie
potentielle des 2 élastiques.
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La même catastrophe... un autre cadre !
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